Glava 5: Elektromagnetno polje u materijalnoj sredini

Elektrodinamika materijalnih sredina mozZe se formulisati i razviti polazeéi od elektrodinamike
vakuuma. Zamislimo sva naelektrisanja u materijalnoj sredini kao da se nalaze u vakuumu, sto je
mikrofizicki gledano potpuno realno, i posmatrajmo pravo elektromagnetno polje, koje potice od

svih naelektrisanja, ¢ime se elektrodinamika materijalnih sredina ustvari svodi na elektrodinamiku

vakuuma.

Pri tome imamo dve vrste naelektrisanja: spoljna, koja se spolja dovode u posmatranu sredinu i
unutrasnja, koja se ve¢ nalaze u ovoj sredini ili se u njoj indukuju elektri¢nim i magnetnim poljem.
Unutrasnja naelektrisanja se takode mogu podeliti na dve grupe: slobodna i vezanal, ova

poslednja su karakteristicna za materijalne sredine.

1 Naelektrisanja koja se pod uticajem elektri¢nog polja mogu pomerati na makrofizi¢ka rastojanja nazivaju se slobodna
naelektrisanja, npr. slobodni elektroni u metalima i u vakuumu, joni u elektrolitima i gasovima, naelektrisanja
dovedena spolja na ploce kondenzatora. Ona pak naelektrisanja koja se mogu kretati samo u okviru atoma ili molekula
nazivaju se vezanim, npr. naelektrisanja u elektricnim dipolima, elektroni koji kruze u atomima, joni u ¢vrstim telima.
Ova vezana naelektrisanja predstavljaju bitnu karakteristiku materijalnih sredina, kojom se one i razlikuju od vakuuma.

Ova podela je uslovna, npr. u brzo promenljivom polju sva naelektrisanja se ponasaju kao vezana.



1. Prave i mikrofizicke velic¢ine u elektrodinamici

Proucimo sada veliCine koje karakteriSu elektromagnetno polje u materijalnoj sredini. Mikrofizicki
gledano, sva naelektrisanja moZzemo zamisliti da se nalaze u vakuumu i posmatrajmo pravo

elektromagnetno polje, koje poti¢e od svih ovih naelektrisanja, pa pretpostavimo da nekim

idealnim procesom merenja mozemo izmeriti jacine elektricnog i magnetnog polja u svakoj tacki i
u svakom trenutku. Ovako definisane veli¢ine se nazivaju prave velicine. One zavise od mikrostanja
sredine u kome vr§imo ova zamisljena merenja, i takode se mogu vrlo brzo menjati od tacke do
tacke kao i od trenutka do trenutka, koje ne moZemo meriti. Stoga su od interesa samo srednje
vrednosti pravih veli¢ina koje se uvode na sledeéi nacin.

Posmatrajmo materijalnu sredinu kao mehanicki sistem Cestica u uzajamnom dejstvu i zamislimo u
nekom trenutku sva moguéa mikrostanja ovog sistema koja se medusobno razlikuju samo po
pocetnim uslovima. Svakom takvom mikrostanju pridruZzujemo jedan nas sistem, ¢ime dobijamo
skup identicnih sistema od kojih svaki odgovara jednom moguéem mikrostanju sistema. Tako
definisani skup ovih identi¢nih sistema naziva se statisticki ansambl i svakom od ovih mikrostanja
sistema odgovara jedna reprezentativna tacka u faznom prostoru. Zamislimo sada idealiziran
proces merenja neke prave veli¢ine v, npr. jaCine elektri¢nog ili magnetnog polja u nekoj tacki sa
vektorom polozaja r u trenutku t, rezultat ¢e zavisisti od mikrostanja u kome se sistem nalazi i
ozna¢imo ga sa "> (r,t). Ako sada zamislimo da vr$imo ova merenja u ovoj tacki i trenutku u
svim mogué¢im mikrostanjima posmatranog sistema i potom uzmemo srednju vrednost ovih

rezultata merenja, dobija se srednja vrednost prave veliCine ¥ po ansamblu identi¢nih sistema,
koju ozna¢avamo sa
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Slika 1. Element zapremine faznog prostora.



Verovatnodu odgovarajuéeg mikrostanja dW™* mozemo naéi ako prikazemo u faznom prostoru
sve reprezentativne tacke koje prikazuju mikrostanje sistema (Slika 1) i neka u elementu
zapremine d/"koji odgovara uocenom mikrostanju sistema ima dN = pd/” odgovarajudih
reprezentativnih tacaka, gde je p njihova gustina. Tada je verovatnoéa uocenog mikrostanja
jednaka odnosu broja reprezentativnih tacaka u ovom elementu zapremine i svih reprezentativnih
tacaka sistema ansambla

dw ™ :dWN:pd—sz(qi,pi,t)dr (2)

foir

gde je w(q,,p;,t) tzv. fazna gustina verovatnoce ili funksija distribucije stanja, a srednja vrednost

posmatrane fizicke veli¢ine po ansamblu biée
p™ () = [y (r ) w(g,, p, 1y dr. 3)

Tako definisane veli¢ine zvaéemo mikrofizicke (mikroskopske) veli¢ine, a odgovarajuée polje

mikrofizicko (mikroskopsko) elektromagnetno polje i ono karakterise fizicku strukturu sredine.

2. Prostorno-vremeneske srednje vrednosti

Formulisane mikrofizicke velicine mogu se vrlo brzo menjati od tacke do tacke i od trenutka do
trenutka. Na pr. jacina elektriénog polja u dielektriku bitno se promeni ako se iz centra pozitivnog
jona pomerimo u centar susednog negativnog, a ja¢ina magnetnog polja usled kretanja elektrona u
atomu vrlo brzo se menja u toku vremena. Stoga ¢esto mikorfizicke veli¢ine nisu pristupaéne
merenju, merenjem se dobijaju samo prostorno-vremenske srednje vrednosti ovih veli¢ina, koje
predstavljaju makrofizicke (makroskopske) velicine i one odgovaraju uobicajenoj makroskopskoj
elektrodinamici materijalnih sredina.

Da bismo strogo definisali ovaj pojam srednje vrednosti, zamislimo oko uocene tacke M(X,Y,2)
neku malu kocku ivice a sa stranama paralelnim koordinatnim ravnima (Slika 2). Ivicu ove kocke
izaberimo tako da bude vrlo velika u odnosu na rastojanja izmedu atoma, a istovremeno i dovoljno

mala da se sve makrofizicke velicine na toj duZini samo neznatno menjaju.
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Slika 2. Uz definiciju prostorno-vremenske srednje vrednosti.

Kao 3to je poznato iz matematike, srednja vrednost? neke funkcije f(X) u intervalu (a,b)
predstavlja generalizaciju pojma aritmeticke sredine u granicnom slucaju prelaza na kontinum i

definiSe se obrazcem

f(x =—_[f(x)dx (4)

Ako ovaj obrazac generaliSemo na viSe nezavisno promenljivih i ako mikrofizi¢ke veli¢ine oznacimo

sa mik, a odgovarajuée makrofizi¢ke veliiCine bez ikakvog indeksa, srednja prostorna vrednost neke
mikrofizicke velicine w™ u tacki M(X,y,z) definse se kao srednja vrednost ove veli¢ine po

navedenoj kocki
w(X,Y,2) = < "K(X,Y, z) I _[ I ™ X+ X, y+y,z+2)dx'dy'dz'  (5)
$to moZzemo napisati u obliku
w(r)=(y™ 1), == j y™(r+r)dv (6)

gde se integracija vrsi po oblasti AV ove kocke. Na sli¢an nacin mozZe se definisati i pojam srednje
vremenske vrednosti. Zamislimo oko trenutka t, u kome Zelimo da d efiniSemo ovu veli¢inu, neki
mali vremenski interval 7 (Slika 3).
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Slika 3. Uz definiciju vremenske srednje vrednosti.

2 Simboli za srednju vrednost: f (X) ili < f (X)> :



Pri tome izaberimo ovaj interval tako da bude vrlo veliki u odnosu na periode kretanja elektrona u
atomu, a istovremeno i dovoljino mali da se sve makrofizicke velicine u tom intervalu samo
neznatno menjaju. Tada se prema navedenoj definiciji srednje vrednosti funkcije, srednja
vremenska vrednost neke mikrofizicke velicine w™ u trenutku t definise kao srednja vrednost ove

velicine po navedenom intervalu vremena

™ (t+t")dt". (7)
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Imajuci u vidu da se merenja realnih fizickih veli¢ina vrSe istovremeno u prostoru i vremenu,

uopstavajuéi navedene pojmove moze se definisati i prostorno-vremenska srednja vrednost neke

mikrofizicke veli¢ine ™ u tacki (X, y,z)itrenutku t

()= (™ (1) = -

It//m‘k(r+r',t+t')dV'dt'. (8)
arT

AV

,\,H!—,Nm

Ovim obrascem definiSe se ustvari odgovaraju¢a makrofizicka velicina kao prostorno-srednja

vrednost posmatrane mikrofizicke velicine. Na pr. srednja vrednost jacine elektri¢nog polja dobila
bi se na taj nadin $to bismo uzeli vrednost E™ u svim tatkama (X+x,y+y,z+z")u
unutrasnjosti ove kocke, a u svakoj tacki kocke u svim trenutcima t+t' unutar intervala vremena
7 i potom izracunali aritmeticku sredinu ovako dobijenih rezultata merenja. Pri tome se
integracija vrsi po x',y',z' i t', a koordinate izabrane tacke X,y,z i trenutak posmatranja t
predstavljaju samo parametre. Stoga se moZe izmeniti red operacija izracunavanja srednje
vrednosti i diferenciranja po prostornim koordinatama i vremenu, na pr.

<5l//'“ik > _ofw™)
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a imajudi u vidu da se izra€unavanje prostornih izvoda svodi na diferenciranje po koordinatama, za

ma kakvu mikrofizi¢ku vektorsku velicinu A™ vazice

(GivA™ ) = div(A™). (rotA™ ) = rot (A™), <5’; > Bl S

ot

Sto e biti od posebnog znacaja pri prelasku sa elektrodinamike vakuuma na elektrodinamiku

materijalnih sredina i dobijanju odgovarajué¢ih Maxwellovih jednacina.



3. Prelazak na materijalne sredine

Prave veli¢ine koje karakteriSu elektromagnetno polje zavise od mikrostanja sredine kao
mehanickog sistema, i mogu se vrlo brzo menjati od tacke do tacke i od trenutka do trenutka.
Stoga one nisu pristupacne merenju, merenjem se dobijaju samo srednje vrednosti pravih veliina,
pri emu se ovo usrednjavanje moze izvesti na dva razna nacina. Pre svega, mogu se uvesti srednje
vrednosti po ansamblu identicnih sistema, $to ustvari znaci usrednjavanje po svim moguéim
mikrostanjima sistema. To su tzv. mikrofizicke velicine, a odgovaraju¢e polje mikrofizicko
elektromagnetno polje.

Navedeni postupak usrednjavanja je u principu uvek mogu¢, ali se time cesto joS ne dobijaju
merljive veli¢ine. Merenjem se obi¢no dobijaju samo prostorno-vremenske srednje vrednosti ovih
veli¢ina, Sto predstavlja usrednjavanje po fizicki beskonaéno malom elementu zapremine oko
uocene tacke M i po fizicki beskonac¢no malom intervalu vremena oko uocenog trenutka t. Ovako
usrednjene mikrofizicke veli¢ine predstavljaju makrofizicke veli¢ine, a odgovaraju¢e polje
makrofizicko elektromagnetno polje, ¢ime se bavi elektrodinamika materijalnih sredina. Ovim
postupkom se uvek dobijaju merljive veli¢ine i on je u vedini slucajeva mogu¢ (staticka ili sporo

promenljiva polja), ali ne i za brzo promenljiva polja.



4. Mikropolje

Mikrofizicke veli¢ine3, jadina elektriénog polja i magnetna indukcija u nekoj tacki r i trenutku t,
predstavljaju srednje vrednosti odgovarajucih pravih veli¢ina po ansamblu indenti¢nih sistema
(10)

Emik (r,t) _ <Em.s.(r’t)> Bmik (r,t) _ <Bm.s.(r,t)>

a’ a.
Elektromagnetno polje u sredini generiSu naelektrisanja te sredine kao i naelektrisanja uneta u tu
sredinu. Unutrasnja naelektrisanja se dele jos na slobodna i vezana. Mikrofiz¢ka polja poti¢u delom
od slobodnih, a delom od vezanih naelektrisanja, Sto ozna¢avamo sa

E™(r,t) = EM™(r,t) + E™(r,t), B™(r,t) =BI™(r,t) + BJ™(r,t). (11)
Merenjem se dobijaju samo prostorno-vremenske srednje vrednosti ovih mikrofizickih velicina,

koje ozna¢avamo sa

E(r,t) = E™(r,t), B(r,t)=B" (r.t). (12)
Tako definisana veli¢ina E naziva se jacina elektricnog polja, a velicina B magnetna indukcija u
uocenoj tacki materijalne sredine. Mikropolja su brzo fluktuiraju¢e funkcije. Karakteristike
mikropolja zavise od sredine. Potpuno su razli¢ite npr. u plazmi i u kristalu. Vremenske fluktuacije
mikropolja variraju od 10'3s za vibracije jezgra do 10''7s , $to odgovara elektronskom orbitalnom
kretanju. Prostorne fluktuacije su reda 101° m ili manje.
Ako se jacina elektricnog polja bar u nekim tackama posmatrane oblasti razlikuje od odgovarajuce
jacine elektri¢nog polja u vakuumu pri istoj raspodeli slobodnih naelektrisanja i struja, materijalna
sredina se naziva dielektrik, a sredina u kojoj se pod istim uslovima ja¢ina magnetnog polja
razlikuje od odgovarajuée ja¢ine magnetnog polja u vakuumu magnetik. | ovde se mogu uvesti
linije sila radi slikovitog prikazivanja elektromagnetnog polja. Linije u Cijoj se svakoj tacki pravac
tangente poklapa sa pravcem jacine elektricnog odnosno magnetnog polja nazivaju se elektricne
linije sila odnosno magnetne linije sila, pri ¢emu se uvodi ista konvencija o broju linija sila kao i u
vakuumu.
Mikrofizicke vrednosti prostorne i strujne gustine u nekoj tacki r i trenutku t poticu delom od

spoljnih, a delom od unutrasnjih naelektrisanja*

3Za mikroskopska polja ili mikropolja se koriste u oznake e(r,t) i b(r,t) (V. Radovanovié, Elektrodinamika, Fizicki
fakultet, Beograd 2016).
4Za mikroskopsku gustina naelektrisanja odnosno struje u upotrebi su i oznake #7(r,t)i k(r,t) respektivho (V.

Radovanovi¢, Elektrodinamika, Fizicki fakultet, Beograd 2016). Kao i mikropolja | ovo su brzo fluktuirajué¢e funkcije
kako u prostoru tako i u vremenu.
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P () = (P (rh), = Pl (r.) + o (r.),
=" ), =+ iR,

a druge ¢lanove mozZemo rastaviti na delove koji poticu od slobodnih i od vezanih naelektrisanja

(13)

mik mik

P (r,t) = pl (r,t) + p(r 1),
Jn(rt) =Tt + i (r,v).

Prostorno-vremenske srednje vrednosti ovih mikrofizi¢kih veli¢ina u ovom slucaju takode imaju

(14)

deo koji zavisi od spoljnih i deo koji zavisi od unutrasnjih naelektrisanja, Sto se moze napisati u

obliku
(P™(r,1) = (P () + (pM™(r 1)) + (P (r 1)),
(™ (r0) = (i (r )+ (5% (r. )+ (1" (r.1)).

Prvi ¢lanovi u ovim izrazima moraju biti unapred poznati, i oni odgovaraju naelektrisanjima koja

(15)

smo razmatrali u elektrodinamici vakuuma. Odavde vidimo da su ovde od posebnog interesa
prostorno-vremenske srednje vrednosti prostorne i strujne gustine vezanih naelektrisanja, koje su

karakteristicne za same materijalne sredine i zavise od procesa elektricne i magnetne polarizacije.

5. Maksvelove jednacine za mikropolja

Uzimajudi da se sva naelektrisanja prisutna u sredini, dakle naelektrisanja sredine i spolja uneta
naelektrisanja, nalaze u vakuumu mozZemo napisati Maksvelove jednadine za mikropolja:

div(g,) =1+ Poy

divb=0

rote = —ob (16)
ot

. oe
r0t(0 / 4ty) = K+ o + & =
ot
Indeks ext se odnosi na spolja uneta naelektrisanja. Velicine 7 i Kk su mikroskopske gustine
naelektrisanja odnosno struje sredine. Da bismo imali kompletan sistem jednacina, jednadinama

za polja moramo dodati i jednacine kretanja naelektrisanih Cestica:

d&:qa(eaJrvaxba), a=12,.,N (17)

dt

gde je N reda veli¢ine 10%.

> U knjizi Klasi¢na teorijska fizika 111/1 ove veli¢ine su oznagene sa p,, i ji, -



Mikroskopska polja kao i mikroskopska gustine naelektrisanja i struje su neopservabilne veli¢ine.
Makroskopske veli¢ine se dobijaju usrednjavanjem mikroskopskih. Usrednjavanje se vrsi po
prostoru i vremenu. U eksperimentima s ene meri polje u nekoj tacki r, ve¢ srednje polje unutar
oblasti AV oko tacke r. Sliéno, mikroskopske veli¢ine usrednjavamo po vremenu. Vrednost
makroskopske veli¢ine u trenutku t je srednja vrednost odgovarajuée mikroskopske velic¢ine u
vremenskom intervalu (t—At/2,t+At/2). Velicine AV i At su veée od skale vezane za
mikroskopske fluktuacije, ali dosta manje od makroskopske skale. Usrednjavanjem dobijamo

makroskopske veli¢ine koje su glatke funkcije. Makroskopsko elektri¢no polie, E(r,t) je srednja

vrednost mikroskopskog polja, e(r,t) :

1 At/2
E(r,t)={e(r,t))=———| d°" | dt’e(r+r t+t). 18
(r)=(e(r.0)=—"—|, j ( ) (18)
Slicno se definisu srednje vrednosti ostalih mikroskopskih velicina. Makroskopsko magnetno polje

je B(r,t) =(b(r,t). Jasno je da parcijalni izvodi komutiraju sa usrednjavanjem:

0 0
&<e(r,t)> :<&e(r,t)> )

0 0
a(e(r,t)) = <ae(r,t)>.

6. Elektricni dipol. Elektricna polarizacija

Uo¢imo ma kakav sistem naelektrisanja ¢;,0,,0;,... i oznaCimo njihove vektore polozaja sa

r.r,,I,,.... Tada se elektricni moment ovog sistema definiSe obrascem

p=2ar (19)

gde se sumiranje vrsi po svim naelektrisanjima. U sluéaju kada naelektrisanja moZzemo smatrati

kontinuirano rasporedenim, sumu mozemo zameniti integralom, pa imamo
p=|dar,
a posto je dq= pdV , dobijamo

pzfprdv. (20)



Ako imamo samo dva naelektrisanja +¢ i —qna medusobnom rastojanju |, malom u odnosu na
njihova rastojanja od tacaka u kojima se odreduje jacina elektricnog polja (Slika 4), takav sistem

naziva se elektricni dipol.

Slika 4. Elektri¢ni dipol.

U tom slu¢aju imamo
p=qr,—qr, :q(rl_rz)'
a uvodeci relativni vektor polozaja | =1, —r,, tzv. krak dipola, dobijamo
p=ql. (21)
Odavde vidimo da je elektricni moment dipola jednak proizvodu apsolutne vrednosti naelektrisanja
i kraka dipola, a usmeren je od negativnog ka pozitivnom naelektrisanju.
Ako uoclimo tacku M i vrlo mali element zapremine AV oko ove tacke i ako oznaCimo sa

Ap elektri¢ni moment naelektrisanja u tom elementu zapremine, veli¢ina

p— jm 2P _dp (22)
AV—0 AV dVv

kad AV tezZi nuli u fizickom smsilu® naziva se jacina elektri¢ne polarizacije u tacki M. Ovako

definisana veli¢ina P karakteriSe dopunsko elektricno polje u materijalnim sredinama, koje potice

od vezanih naelektrisanja. Linije u ¢ijoj svakoj tacki pravac tangente se poklapa sa pravcem vektora

P nazivaju se linije elektricne polarizacije.

6 Kad kazemo da AV teZi nuli u fizickom smislu, to znaéi da i u graniénom slu¢aju ovaj element zapremine sadri jo$
vrlo veliki broj ovakvih naelektrisanja.
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7. Magnetni dipol. Magnetna polarizacija

Ako opet uoimo navedeni sistem naelektrisanja u kretanju i ako njihove brzine oznadimo sa

V,,V,,V,,..., magnetni moment ovog sistema definise se obrascem

m:%zqi(rixvi) (23)

gde se sumiranje opet vrSi po svim naelektrisanjima. U slucaju kada naelektrisanja mozemo
smatrati kontinuirano rasporedenim, sumu moZemo zameniti integralom, pa imamo
m:%J.dq(rxv):%\./[(rxpv)dV,
odnosno
m:%_[(rxj)dv. (24)
\

Ako imamo jedno naelektrisanje q koje se kreée u ravni oko neke stalne tacke O (Slika 5), takav

sistem naziva se magnetni dipol.

= A
A
s
dr
L S s
o) r
I
o
e
v

Slika 5. Magnetni dipol.

1 1r xdr
Njegov magnetni moment prema relaciji (23) bice m :Eq(r xV)=q ot tj.
ds
m = —_—, 25
q at (25)
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1
jer Erxdr predstavlja usmereni element prebrisane povrsi dS za vreme dt. Ukoliko je ovo

kretanje stacionarno, sektorska brzina dS/dt bic¢e stalna i moZe se napisati kao S/T, gde je

T period obilazenja ovog naelektrisanja. Magnetni moment dipola bice tada

S
a7 (26)
gde | =q/T predstavlja jaCinu struje koju stvara ovo naelektrisanje pri svom kretanju. Odavde

vidimo da je magnetni moment dipola jednak proizvodu jacine struje i obuhvaéene povrsine,
normalan je na ravan kretanja naelekrisanja, a usmeren je na onu stranu odakle se vidi da je smer
obilaZenja naelektrisanja pozitivan.

Ako opet uoc¢imo neku tacku M i vrlo mali element zapremine AV oko ove tacke, i ako oznacimo
sa Am magnetni moment naelektrisanja u tom elementu zapremine, veli¢ina

M = lim 27 _ dm (27)
a0 AV dV

kad AV tezi nuli u fizickom smislu naziva se jacina magnetne polarizacije u tacki M. Ova veli¢ina

karakterise dopunsko magnetno polje u materijalnim sredinama, koje poti¢e od kretanja vezanih

naelektrisanja. Linije u Cijoj se svakoj tacki pravac tangente poklapa sa pravcem vektora M

nazivaju se linije magnetne polarizacije. Istaknimo da navedene veli¢ine p i m karakteriSu sistem

ovih naelektrisanja kao celinu, dok veli¢ine P i M karakterisu stanje samo u okolini uocene tacke,

te predstavljaju funkcije polozaja.
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8. Srednja prostorna gustina vezanih naelektrisanja

Da bismo odredili srednju prostornu gustinu vezanih naelektrisanja, zamislimo neku vrlo malu

kocku ivice a oko uocene tacke M (Slika 6).

—

Slika 6. Elektri¢ni dipoli haoti¢no rasporedeni u kocki ivce a oko tacke M.

Ovde se bilo spontano bilo dejstvom elektricnog polja javlja elektricna polarizacija atoma ili
molekula, tj. razdvajanje vezanih naelektrisanja u njima, usled ¢ega nastaju elektricni dipoli, a pod
uticajem elektricnog polja vrsi se njihovo usmeravanje u pravcu elektricnih linija sila. Kad bi svi ovi
dipoli u potpunosti lezali u unutrasnjosti posmatrane kocke, ukupna koli¢ina vezanih naelektrisanja
u njoj bi bila jednaka nuli. Medutim, neki od ovih dipola seku povrs kocke i stoga je u opstem
slu¢aju gornja koli¢ina naelektrisanja razli¢éita od nule, a srednoj prostornoj gustini vezanih
naelektrisanja doprinose samo oni dipoli koji seku povrs kocke. Sto se ti¢e uticaja magnetnog polja,
on se ispoljava samo pri kretanju vezanih naelektrisanja, a posto navedena srednja gustina ne
zavisi od toga da li vezana naelektrisanja miruju ili se kreéu, moZzemo uzeti da ona miruju, te
dejstvo magnetnog polja nema uticaja na prostornu srednju gustinu.

Ako sa @, ozna¢imo naelektrisanje, a sa |, krak i-tog elektri¢nog dipola, a sa N broj svih dipola ciji

se centri nalaze u posmatranoj kocki, srednja vrednost elektricnog momenta dipola bice

) .

gde se sumiranje vrsi po svim dipolima u kocki. Zamislimo sada elektri¢ni dipol Ciji je moment

jednak gornjem izrazu. Takav dipol predstavlja srednji elektri¢ni dipol i njegov moment napiSemo u

obliku p=ql, gde je q naelektrisanje, a | krak ovog dipola. Zamenimo potom sistem stvarnih
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dipola u kocki ekvivalentnim sistemom srednjih elektri¢nih dipola. Ako sa n oznac¢imo broj dipola
u jedinici zapremine, elektricni moment svih dipola u jedinici zapremine predstavlja, prema
definiciji (22) jacinu elektri¢ne polarizacije u tacki M

P=np=nql. (29)
Uo¢imo sad ma koji element povrsi dS posmatrane kocke (Slika 7) i potrazimo broj svih onih

dipola koji seku ovaj element povrsi.

Slika 7. Uz izraCunavanje srednje prostorne gustine naelektrisanja

Ako sa o oznadimo ugao izmedu vektora | i pravca spoljne normale, ovaj element povrsi sece

samo one dipole ¢iji se centri nalaze u sloju preseka dS i debljine ||COSa

, pa je broj dipola u ovoj
zapremini, tj. broj dipola koji seku uoéeni element povrsi
dN'=ndSl|cosq]. (30)
Posto pri ostrom uglu a u kockiostaje negativan pol dipola, a pri tupom uglu pozitivan,
odgovarajuca kolicina nekompenzovanih vezanih naelektrisanja koja preostaje u kocki mora imati
suprotan znak od cos«, te iznosi
dg, =—gndSlcosa =-nql-dS, (31)
Sto prema obrascu (29) moZzemo napisati u obliku
dg, =—P-dS. (32)
Integracijom ovog izraza po svim elementima dS posmatrane kocke dobi¢emo ukupnu koli¢inu

vezanog naelektrisanja uovoj kocki

Ag, = —? P.dS = —<£> PdS. (33)

Odavde istovremeno vidimo da se negativna normalna komponenta jacine elektricne polarizacije
mozZe interpretirati kao povrsinska gustina vezanih naelektrisanja. Ovaj povrsinski integral mozemo

prema Gausovoj teoremi pretvoriti u zapreminski
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Aqu—g;P-dsz-Jdidev, (34)

.. - N . A
gde se integracija vrSi po zapremini ove kocke. Ako A(,, na osnovu definicije p:AIJmOﬁ

napiSemo u obliku
Ag, = [ PV,
\Y

Poredenjem sa gornjim izrazom dobijamo

P (M) = —divP(M). (35)

Ovim obrascem odredena je srednja prostorna gustina vezanih naelektrisanja u nekoj tacki M, a

mik

odgovarajuci fizicki smisao sastoji se u slede¢em. U tackama u kojima je divP =0 bicei p/™ #0, i
to uvek sa suprotnim zankom. Ove tacke predstavljaju izvore ili ponore linija elektri¢ne polarizacije
(Slika 8), koji su uvek pridruzeni negativnim odnosno pozitivnim vezanim naelektrisanjima, te
mozemo reli: Srednja prostorna gustina vezanih naelektrisanja razlicita je od nule na onim

mestima gde pocinju ili se zavrsavaju linije elektricne polarizacije, tj. linije duZ kojih se usmeravaju

elektri¢ni dipoli, pri cemu one polaze iz negativnih vezanih anelektrisanja, a zavrSavaju se u

pozitivnim.
A l
<€ - > —>+ J;j:(—
/ - \ / 1 \
v T

Slika 8. Izvori i ponori linija elektri¢ne polarizacije
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9. Srednja strujna gustina vezanih naelektrisanja

Ova srednja vrednost, za razliku od srednje prostorne gustine, potice iz dva uzroka: kako od

dejstva elektricnog polja tako i od dejstva magnetnog polja. Ozna¢imo odgovaraju¢e komponente

smik . mik

srednje strujne gustinesa J,," i J,, paproucimoijednuidrugu komponentu.

Dejstvom promenljivog elektricnog polja izaziva se oscilatorno kretanje vezanih naelektrisanja
unutar elektricnih dipola u pravcu elektri¢nih linija sila, usled ¢ega se javlja dipolna struja u
atomima ili molekulima. Srednju gustinu ove struje moZzemo naéi pomocu obrasca (34) koji
odreduje ukupnu koli¢inu vezanih naelektrisanja u posmatranoj maloj kocki oko tacke M.
Smanjenje ove koli¢ine naelektrisanja u jedinici vremena iznosi

3 dAqg,
dt

d
=—¢P-dS, (36)
a?

a posto zbog nezavisnosti operacije diferenciranja po vremenu i integracija po povrSi mozemo

izmeniti njihov red, imaéemo

dAg oP
—— =p—-dS. 37
a Va a7)

S druge strane, prema zakonu odrZanja naelektrisanja smanjenje ukupne koli¢ine vezanih
naelektrisanja u navedenoj kocki u jedinici vremena mora biti jednako jalini elektri¢ne struje

vezanih naelektrisanja kroz povrs kocke

dAg pr
———~=Qjy -dS. 38
" qSJ (38)

Poredenjem poslednja dva obrasca dobijamo

i OP(M)
- , 39
Jvl at ( )

¢ime je odredena prva komponenta posmatrane srednje strujen gustine. Prema tome, srednja
vrednost strujne gustine vezanih naelektrisanja usled uticaja elektricnog polja razli¢ita je od nule
na onim mestima gde se menja elektri¢na polarizacija u toku vremena.

Da bismo odredili i drugu komponentu, zamislimo opet neku vrlo malu kocku ivice a oko
tacke M, (Slika 9). Ovde se bilo spontano bilo dejstvom magnetnog polja javlja magnetna
polarizacija atoma, tj. nastajanje vrtloznih struja u atomima, stvorenih periodi¢nim kretanjem

vezanih naelektrisanja u njima, usled ¢ega nastaju magnetni dipoli, a po duticajem magnetnog
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polja vrsi se njihovo usmeravanje u pravcu magnetnih linija sila. Kada bi sve ove vrtloZzne struje u
atomima u potpunosti leZzale u unutrasnjosti posmatrane kocke, ukupna jacina struje vezanih
naelektrisanja kroz povrs ove kocke bila bi jednaka nuli. Medutim, neke od ovih vrtloZnih struja
seku povrs kocke i stoga je u opstem slucaju gornja jacina struje razli¢ita od nule, a srednjoj
strujnoj gustini vezanih naelektrisanja mogu doprineti samo one vrtlozne struje koje seku povrs

kocke.

(@]

Slika 9. Vrtlozne struje

Ako sa |, oznacimo jacinu struje, sa S, usmernu obuhvacenu povrs i-tog magnetnog dipola, tj. i-te

vrtloZne struje, a sa N broj svih dipola ciji se centri nalaze u posmatranoj kocki, srednja vrednost

magnetnog momenta dipola iznosi

m = szl — ZI\IliSi , (40)

gde se sumiranje vrci po svim dipolima u kocki. Zamislimo sada magnetni dipol ¢iji je moment
jednak gornjem izrazu. Takav dipol predstavlja srednji magnetni dipol i napiSimo njegov moment u
obliku m=1S, gde je | jacina struje, a S usmerene obuhvaéena povrs ovog dipola. Slicno kao i
kod uvodenja srednjeg elektricnog dipola, ovde je jacina struje | proizvoljna i odreden je smao
proizvod | S, ali i u ovom sluéaju rezultat ée biti nezavisan od izbora ove struje | . Zamenimo
potom sistem stavrnih dipola u posmatranoj kocki ekvivalentnim sistemom srednjih magnetnih
dipola. Ako sa n oznacimo broj dipola u jedinici zapremine, magnetni moment svih dipola u
jedinici zapremine, je prema definiciji ja¢ina magnetne poalrizacije u tacki M:

M=nm=nlS. (41)
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Uocimo sad neki vrlo mali element povrsi AS ove kocke (Slika 10) oko tacke M i ma koji linijski
element dl konture AL koja obuhvata ovu povrs, pa potrazimo ukupnu jacinu svih vrtloZnih struja
koje prolaze kroz AS. One vretloZne struje koje prolaze kroz ovu povrs, a ne seku konturu AL
jednim svojim delom izlaze iz ovog elementa povrsi, a sa dugim ulaze u njega, ten e doprinose
trazenoj jacini struje kroz povrs AS. Samo one vrtloZne struje koje prolaze kroz povrs AS i seku
konturu AL doprinose jalini struje kroz AS, a time i srednjoj strujnoj gustini vezanih
naelektrisanja.

Posmatrajmo one magnetne dipole, tj. vrtloZne struje Cije obuhvacene povrsi seku uoceni linijski
element dl. Ako sa a oznadimo ugao izmedu linijskog elementa dl i pravca normale na povrs S,

ovaj linijski element sece samo one dipole Ciji se centri nalaze u sloju preseka S|COSa| i visine dI .
Zapremina ovog sloja je S|COSa|dI , pa je broj dipola u ovoj zapremini, tj. broj dipola koji seku
linijski element dl
dN'=nS|cose|dl. (42)
Tada je odgovarajuca jacina struje vezanih naelektrisanja
dl, =InS|cosa|dl =n1S-dl,

Sto prema obrascu (38) mozZzemo napisati u obliku

dl, =M-dl. (43)

_/

S —

>

Slika 10. Uz izvodenje izraza ﬂ? = rotM

Integracijom ovog izraza po svimelementima dl posmatrane konture AL dobi¢emo ukupnu jacinu

struje vezanih naelektrisanja kroz ovu povrs AS
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Al, = SEM -dl,(41)
AL

a ovaj linijski integral moZzemo prema Stokesovoj teoremi pretvoriti u povrsinski

AIV=SEM~dI=_[r0tM-dS. (44)
AL AS
Ako Al, na osnovu obrasca | = Ij-dS napiSemo u obliku
S

Al, = [ 5 -ds, (45)
AS

poredenjem sa gornjim obrascem dobijamo

Jn<(M) =rotM(M), (46)
¢ime je odredena i druga komponenta ove srednje strujne gustine u nekoj tacki M. U tackama u

=mik

kojima je rotM =0 bice i J:;tO, a ove tacke predstavljaju mesta oko kojih postoje zatvorene

linije vektora M, te mozemo reéi: Srednja strujna gustina vezanih naelektrisanja usled uticaja
magnetnog polja razli¢ita je od nule na onim mestima gde postojie zatvorene linije magnetne
polarizacije, tj. usmerene vrtloZne struje u atomima.

Tada je ukupna ukupna srednja strujna gustina vezanih anelektrisanja jednaka zbiru

M) =3+ 0 = %P oM. i

Na taj nacin smo srednje vrednosti prostorne i strujne gustine vezanih anelektrisanja izrazili
pomocu jacina elektricne i magnetne polarizacije, sto ée nam omoguciti da dobijemo Maxwellove

jednacine za materijalne sredine, u kojim ace figurisati samo makrofizicke veli¢ine.
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9. Maksvelove jednacine za materijalne sredine

Maksvelove jednaline za materijalne sredine mogu se dobiti polazeéi od odgovarajudih
Maxwellovih jednacina za vakuum. Ako zamislimo sva naelektrisanja kao da se nalaze u vakuumu i
posmatramo pravo elektromagnetno polje, koje potice od svih ovih naelektrisanja u nekom

uo¢enom mikrostanju sistema sredine, za ovo polje vaZzi¢e Maksvelove jednacine za vakuum

dIVE™ (r,t) == o™ (r1),  divB™ (r,t) =0,
&,

’ (48)

FOtE™ (r, 1) = — 2B 'a't(r,t)’ FOtB™ (1, 1) = 4™ (1) + £, 1 25 'a't(r,t)_

Usrednjimo prvo obe strane ovih jednacdina’ po ansamblu identi¢nih sistema, tj po svim moguéim
mikrostanjima sistema sredine. Zbog nezavisnosti operacija ovog usrednjavanja i diferenciranja po

koordinatama i vremenu na taj nacin dobijamo, izostavljajuéi indekse r it u daljem izlaganju

divE™ =1 5™ divB™ =0,

&
aBm.S. - aEm.S.
rOtEm.S. - _ , rothS — m.s. +€
™ Ho) oty ot
odnosno, na osnovu definicije mikrofizickih veli¢ina
H mik 1 mik H mik
divE™ =—p™, divB™ =0,
&,
Oa mik ik ’ (49)
rotE™ =— , rotB™ = 1 j™ + ¢
ot Ho) oty ot

To su Maksvelove jednacine za mikrofizicko elrktromagnetno polje (mikropolje), u kojima figuriSu

odgovarajuce mikrofizicke veli¢ine i one imaju isti obli kao i Maksvelove jednacine za pravo polje.

Usrednjimo sad ove jednacine po fizicki beskonacno malom elementu zapremine oko uocene tacke
M i po fizicki beskonacno malom vremenskom intervalu oko uofenog trenutka t. Na osnovu
osobina ovog usrednjavanja, prema kojima je ono takode nezavisno od diferenciranja po

koordinatama tacke M i trenutka t, dobi¢emo

7 Pri pisanju ovih jednacina je naglaseno, navodenjem argumenata (r,t) koji se obiéno izostavljaju da se sve veli¢ine
koje se u njima pojavljuju uzimaju u istoj tacki prostora i u istom trenutku vremena (u daljem tekstu pri pisanju ovih

jednacina podrazumeva se da velicine E, p, B i j su funkcije od argumenta (r,t) ).
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divE™ = = p™k, divB™ =0,
&
— aBmik aEmik ’
rotE™ =— . TOtB™ = 4 ™ + &
ot ,UoJ oty ot

Pri tome srednje vrednosti E™ i B™ predstavljaju makrofizicku jacinu elektri¢nog polja i

magnetnu indukciju, a srednje vrednosti pm"‘ i JmT odredene su obrascima (15). Ako ovde

uvedemo oznake
P (3 I R (3
=P (1), =i (rt)

i iskoristimo rezultate (32) i (45), srednje vrednosti ukupne mikrofizi¢ke prostorne i strujne gustine

(50)

bice

mik mik mik

,0 _pex +ps TP —po—i-ps—diVP,

mik Smik |, emik |, mik

™ =00 I+ =10+ s +_8P +rotM,
ot
pa prethodne jednacine dobijaju oblik

divE = l(,o0 +p, —divP), divB =0,
&
O&B oP 0 1)
rOtE:—E, rOtB:ﬂO(j0+js+E+ I‘Otl\/lj-i—go,uog

To je prvi oblik Maksvelovih jedna&ina za materijalne sredine®, u kojima figuridu samo makrofizi¢ke
veli¢ine i u njima se jasno vidi fizicko poreklo svih njenih ¢lanova. Medutim, one se obi¢no
upotrebljavaju u drugom pogodnijem obliku, koji se moze dobiti na sledec¢i nacin. Ako u prvoj i
Cetvrtoj Maxwellovoj jednacini grupiSemo srodne ¢lanove, imacemo

div(&E+P) = p, + p,
1 .. 0

rot| —B-M |= 2 (sE+P).
{/JO j JO+JS+8T.(€O + )

Odavde vidimo da je podesno umesto jacina polarizacije P i M uvesti nove ¢lanove
1
D=¢E+P, H=—B-M, (52)
Ho

pa se prethodni sistem (49) moZe napisati u konciznijem obliku

8 Maksvel-Lorencove jednadine, i éesto se nazivaju samo Maksvelovim jednaéinama.
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divD = p, divB =0,

53
rotE:—a—B, rotH:j+a—D (53)
ot ot

gde smo sa p i jJ oznacili srednje vrednosti prostorne i strujne gustine ukupnih slobodnih
naelektrisanja
P=po+Ps J=lo+Is- (54)

To je drugi, uobicajeni oblik Maksvelovih jednacina za materijalne sredine i predstavlja osnovne
jednacine elektrodinamike. Ovako uvedena veli¢ina D naziva se vektor elektricne indukcije (ili
vektor elektricnog pomeraja, eng. electric displacement), a velicinu H zvaéemo vektor jacine
magnetnog polja®.

Maksvelove jednacine (53) su, slicno kao i u slucaju vakuuma, diferencijalne jednacine
elektromagnetnog polja u posmatranoj materijalnoj sredini. Medutim, u ovom slu¢aju Maksvelove

jednacine nisu dovoljne da potpuno odrede jacine elektricnog i magnetnog polja, jer ovde moramo

.....

provodljivost sredine.

° Termini ja¢ina magnetnog polja i magnetna indukcija, za veli¢ine H, odnosno B su istorijski. Ova notacija signalizira
da velicina B odgovara elektricnoj indukciji, a veli¢ina H elektricnom polju. Medutim, u sustini je obrnuto.
Fundamentalne veli¢ine kojima opisujemo elektromagnetno polje su E i B jer one odreduju silu koja deluje na
probno naelektrisanje. Velicine Di H su pomoc¢ne. Zbog ovoga pojednini autori H nazivaju magnetnom indukcijom,

a B jac¢inom magnetnog polja, da bi se napravila analogija izmedu elektri¢nih i magnetnih veli¢ina.
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DODATAK A:

Fazni prostor

Posmatrajmno neki mehanicki sistem koji je sa¢injen od N Eestica. Dinamicko stanje proizvoljne i-

te (i=1,2,...,N) Cestice odredeno je skupom generalisanih koordinata ¢; =(q,,0d;,0,) i njima
pripadaju¢im generalisanim impulsima p, = (p,,, Py p,,) - Za ceo sistem reci cemo da se nalazi u

dinami¢kom stanju
(P,d)=(Py, Pyseees Py Gy Gz Gy (1)

koje je odredeno skupom svih generalisanih impulsa i svih generalisanih koordinata, koje jednim
imenom zovemo kanonske promenljive. Stanje celog sistema mozZemo prikazati tactkom u 6N-
dimenzionom prostoru, formiranog od 3N generalisanih koordinata i 3N generalisanih impulsa.
Ovako definisani prostor zove se fazni prostor ili I" -prostor, a tacke koje u njemu reprezentuju
pojedina dinamicka stanja sistema fazne tacke. PosSto se dinamicko stanje sistema menja u toku
vremena, to ¢e i fazna tacka tokom vremena menjati svoj polozaj. Putanja koju tokom vremena
obrazuje fazna tacka predstavlja liniju u 6N dimezionom faznom prostoru (fazna trajektorija) i

moze se predstaviti skupom jednacina u parametarskom obliku

{ﬁi(t),(ji(t)} i=12,...,N (2)
koje odgovaraju zakonu evolucije dinamickog stanja sistema. Konkretan oblik zavisnosti
generalisanih impulsa i generalisanih koordinata od vremena, moZemo dobiti reSavanjem
Hamilton-ovih jednacdina

dﬁi:_@, ﬂ:% (3)
dt oq; dt  op,

gde je H(P,q,t) Hamiltonova funkcija.
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Mikrostanje sistema

Makroskopski — u zavisnosti od uslova pod kojim se sistem nalazi, stanje sistema definisano je

odredenim konacnim skupom parametara. Veli¢ine koje odreduju uslove pod kojim se sistem

nalazi su energija E, broj Cestica u sistemu N i zapremina V koja je dostupna sistemu.
Mikroskopski - poznavati dinamicko stanje sistema od N znadi poznavati dinamicko stanje svake
pojedine Cestice u sistemu — jako slozen matematicki problem u sistemu sa velikim brojem Cestica.

Uvodi se pojam verovatnode da da se sistem u trenutku t nade u stanju ( p,q) koje éemo zvati

mikrostanje sistema, a koje smo u faznom prostoru reprezentovali faznom tackom. Medutim,
imajucdi u vidu relacije neodedenosti,

Ap;, Adf, 2 h
gde je h=6.62-10*Js Plankova konstanta, faznu tacku moramo korigovati tako da jednom

mkrostanju sistema umesto fazne tacke odgovara element konac¢ne zapremine u faznom prostoru.

Za sistem od N Cestica bice

odnosno sve fazne tacke koje leze u faznoj zapremini V, = h® reprezenovaée isto mikrostanje.
To znaci da deli¢ faznog prostora V, oko tacke (P, () predstavlja jedno mkrostanje sistema. Ovaj

minimalni element zapremine faznog prosora zove se elementarna fazna éelija.
dpdq
N1h®N

Elementarna zapremina faznog prostora je dI" =
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Statisticki ansambli sistema

U eksperimentu proucavanje sistema sa velikim brojem cestica vrsi se njegovo makroskopsko
posmatranje u toku nekog kona¢nog vremenskog intervala, u toku koga sistem prolazi kroz niz
mkrostanja u skladu sa zakonom evolucije. Posle dovoljno dugog vremena posmatranja mozemo
smatrati da e sistem prodi kroz skoro sva moguca mikrostanja.

Ovaj stav je poznat kao ergodicka hipoteza, koja nam dozvoljava da u teorijskom proucavanju

umesto jednog sistema isovremeno posmatramo skup identi¢nih fizickih sistema od kojih se svaki
nalazi u razli¢itom mirkostanju iz skupa svih moguéih mikrostanja. Ovako obrazovan skup sistema

zovemo statisticki ansambl sistema.
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Dodatak B

Jos jedan nadin za odredivanje srednje vrednosti mikroskopske gustine naelektrisanja

Kao Sto je vec receno, unutrasnja naelektrisanja ¢emo podeliti na slobodna i vezana. Slobodna
naelektrisanja se kre¢u po celom telu. Vezana naelektrisanja su lokalizovana u taomu, molekulu ili
jonu. U metalima postoje slobodni elektroni; elektroni i joni su slobodna naelektrisanja u plazmi,
joni su takode slobodna naelektrisanja u elektrolitu. Mikroskopska gustina unutrasnjih

naelektrisanja je

77=775I +77vez' (Bl)
dok je mikroskopska gustina struje
k=kg +K,, - (B2)
n
\ —
y q.
Tn
y

Slika 1: Molekul indeksa n i polozZaj njegovih naelektrisanja

Srednje vrednosti ovih gustina su
(n(r,1) = (17 (1)) + {7, (1, 1)),
<k(r,t)> = <k5, (r,t)> +<kveZ (r,t)> .
Mikroskopska gustina slobodnih naelektrisanja je

ny=>.09;0%(r—r;(t) (B3)

jesl

gde sumiranje vr§imo po slobodnim naelektrisanjima. Mikroskopska gustina vezanih naelektrisanja

je
T = O 1,(T, 1) (B4)

gde je 7,(r,t) gustina naelektrisanja n-tog molekula (ili celije, atoma, jona,...). Gustina

naelektrisanja n-tog molekula je
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(1) =2.0;6% (r=r;(1))

jen

= Z qj§(3) (r -, (t) B r-nj (t))

jen

(B5)

gde je r, radijus vector centra mase n-tog molekula, r,; je radijus vector naelektrisanja ¢; koje

pripada n-tom molekulu, u odnosu na njegov centar mase (videti sliku). Polarizacija je definisana

kao dipolni moment jedini¢ne zapremine

D P,

P(r,t)= —”EZVV (B6)

gde se sumiranje vrsi po dipolnim momentima koji su u okolini tacke r u trenutku t. Molekule

¢emo smatrati tackastim dipolima. Vektor polozaja molekula indeksa n je r,, a njegov dipolni

moment je p,. Mikroskopska polarizacija sistema tackastih dipola je
2(r,) =2 p, 6 (r-r, (1) . (B7)
n
Usrednjavanjem mikroskopske polarizacije dobijamo makroskopsku polarizaciju:

P(r.t) =(z(r.t) :<an§(3)(r—rn (t))>. (B8)

Gustina vezanih naelektrisanja je srednja vrednost mikroskopske gustine vezanih naelektrisania, tj.

ez =<Z’7n>=<zij5(3)(r_rn _rnj)>' (Bg)

n jen

Ako dalje dalta funkciju formalno razvijemo u red, smatrajudi da je , imamo

ry

<]|r,

Pvez = <(Z(qu5(3)(r_ rn) _qurnj 'V§(3) (r_ r, (t)) +]J>

n jen jen

- <Z qn5(3) (r -, )> - <z Pn- Vé‘(s) (r - (t))>

Kvadratne ¢lanove smo zanemarili. Primenom identiteta div(g¢A) = g¢divA+ A-V ¢ dalje imamo

Pvez = <Z qn§(3) (r - rn)> - d|V<z P, - 5(3) (r -, (t))>
=<Z qn5(3)(r—rn)>—divP

Molekule (odnosno atome, jone, ...) karakteriSemo sa njihovim ukupnim naelektrisanjem i

(B10)

(B11)

dipolnim momentom. Ako je molekul elektroneuralan onda je prvi ¢lan u krajnjem rezultatu jednak

nuli.
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Ukupna srednja vrednost mikroskopske gustine naelektrisanja je

=py+ o®(r-r)))—divP
= p—divP
gde je
p=<qué‘3)(r—r,-(t))>+<2qn5“)(r—rn)> (B13)
jsl n
makrskopska gustina naelektrisanja koja se sastoji od dava sabirka. Prvi je srednja vrednost
mikroskopskog slobodnog naelektrisanja, a drugi se dobija usrednjavanjem gustine vezanih

naelektrisanja molekula smatrajuéi da su molekuli tackasti dipoli.
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